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ТЕХНОЛОГІЯ ВИКОРИСТАННЯ ТЕОРІЇ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ  
ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ ОДНОПРОДУКТОВОЇ МАКРОЕКОНОМІКИ 

ЗРОСТАННЯ

Бойчук М.В., Вінничук О.Ю., Скращук Л.В. Технологія використання теорії оптимального керу-
вання для моделювання однопродуктової макроекономіки зростання. В статті запропоновано техноло-
гія використання теорії оптимального керування для моделювання однопродуктової макроекономіки зрос-
тання. Для моделювання однопродуктової макроекономіки зростання сформульовано технологічні задачі, 
які можуть бути початковими (на початку протікання процесу виробництва), серединними на протязі всього 
терміну протікання процесу та кінцевими – на кінцевому стані виробництва продукції. Для побудови моделі 
оптимального макроекономічного зростання враховано ряд припущень, зокрема валова продукція розкла-
дається на кінцеву продукцію та виробниче споживання, виробниче споживання прямопропорційне валовій 
продукції, кінцева продукція розкладається на невиробниче споживання, на загальні інвестиції, на урядові 
витрати, на оподаткування, на ліквідацію забруднення та на сальдо (експорт мінус імпорт). Для побудови 
оптимального процесу, де керуванням виступає норма споживання, а фазовою траєкторією – питомий ка-
пітал, формалізовано цільову функцію (критерій мети), яка максимізує середнє (інтегральне) дисконтоване 
споживання за визначений відрізок часу. Для дослідження моделі оптимального керування використано до-
статні умови оптимальності, а для урахування обмеження на мінімальне споживання – метод Лагранжа, за 
яким задача на умовну оптимізацію зводиться до задачі безумовної оптимізації – оптимізації двох функцій 
багатьох змінних.

Ключові слова: макроекономіка зростання, моделі економічного зростання, теорія оптимального керу-
вання, модель оптимального керування, достатні умови оптимальності, оптимальний процес.
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Boychuk Myroslav, Vinnichuk Olena, Skratchuk Larysa. Technology of using optimal control theory for 
modelling single-product macroeconomic growth. Research in macroeconomic growth remains extremely rel-
evant and important in the modern world. Macroeconomic growth focuses on analysing the dynamics of production, 
income, and consumption, enabling the development of scenarios for long-term development. The technology of 
using the theory of optimal control for modelling single-product growth macroeconomics plays an important role 
in understanding and forecasting economic development. The article proposes a technology for using the theory of 
optimal control to model a single-product growth macroeconomy. Technological tasks for modelling single-product 
macroeconomic growth are formulated, which can be initial (at the beginning of the production process), intermediate 
throughout the entire duration of the process, and final at the end state of production. In order to construct a model of 
optimal macroeconomic growth, several assumptions are taken into account. Specifically, gross output is decomposed 
into final output and production consumption. Production consumption is assumed to be proportional to gross output. 
Final output is further divided into non-production consumption, total investment, government expenditure, taxation, 
pollution abatement, and balance of trade (exports minus imports). To build the optimal process, where consumption 
rate acts as the control variable and specific capital represents the phase trajectory, a target function (goal criterion) is 
formalized. The target function aims to maximize the average (integral) discounted consumption over a specified time 
interval. Sufficient optimality conditions are used to investigate the model of optimal control. The Lagrange method 
is employed to account for the constraint on minimum consumption. This allows transforming the constrained opti-
mization problem into an unconstrained optimization problem involving the optimization of two functions with mul-
tiple variables. During the investigation of the single-product macroeconomic growth model, an algorithm has been 
developed to calculate the optimal process for three formulated technological tasks under selected three-tier regimes. 
Among the built optimal processes, it is possible to select a priority optimal process.

Key words: macroeconomics of growth, economic growth models, theory of optimal control, model of optimal 
control, sufficient conditions for optimality, optimal process.

Постановка проблеми. Дослідження макроеконо-
міки зростання включає вивчення факторів, які визна-
чають темпи та структуру економічного зростання, а 
також вплив різних політик, інституцій та технологій 
на економічний розвиток. Макроекономіка зростання 
зосереджена на аналізі динаміки виробництва, доходів 
та споживання, що дозволяє розробляти сценарії роз-
витку у довгостроковій перспективі. Відомі економісти 
теорії макроекономіки зростання не претендували на 
створення всеохоплюючої та універсальної методоло-
гії дослідження, тому кожна теорія або модель мають 
відповідні передумови та абстракції, які дозволяють 
виділити ту чи іншу технологію дослідження. Наукові 
дискусії дослідження макроекономіки зростання і 
досі продовжуються, що вимагає використання знань 
з інших наук. Тому актуальним є розробка технології 
використання теорії оптимального керування, напри-
клад, для однопродуктового виробництва на макро-
рівні економіки зростання. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Моде-
лювання та дослідження макроекономічного зростання 
є складним процесом, що вимагає використання різних 
підходів та методик. Моделі макроекономічного зрос-
тання займають значне місце в економіко-математичних 
дослідження та дозволяють розробляти сценарії еконо-
мічного розвитку країни, враховуючи різні чинники. 
Теорія оптимального керування є потужним інструмен-
том для моделювання та аналізу макроекономічного 
зростання. Цей підхід дозволяє визначити оптимальні 
стратегії управління, які максимізують показники еко-
номічного зростання, враховуючи обмеження та умови 
моделі. Григорків В.С. у [1] виклав основи теорії опти-
мального керування та її застосування при дослідженні 
економіко-математичних моделей, а у [2, с. 233] опи-
сав моделі рамсеївського типу та моделі оптимального 
керування. Прийнято вважати, що сформульована Рам-
сеєм задача є першим прикладом застосування теорії 
динамічної оптимізації в економіці. Різні обмеження 

та умови задач оптимального керування дозволяють 
будувати різні моделі. Зокрема, модель зростання  
Рамсея-Касса-Купманса (RCK) досліджує зростання 
економіки, враховуючи взаємодію між капіталом, пра-
цею та технологічним прогресом. Застосовуючи теорію 
оптимального керування до цієї моделі, можна визна-
чити оптимальні шляхи збільшення капіталовкладень 
та розподілу ресурсів для досягнення максимального 
рівня економічного зростання [3]. У дослідженнях 
макроекономічного зростання також використовують 
стохастичні моделі, які дозволяють враховувати неви-
значеність та випадкові фактори, що впливають на еко-
номічне зростання. Зокрема, таку технологію автори 
розкривають у працях [4–6].

У роботі [7] проведена спроба до створення техно-
логії використання теорії оптимального керування для 
моделювання однопродуктової макроекономіки зрос-
тання із урахуванням екологічного фактора. При цьому 
із допомогою достатніх умов оптимальності визна-
чені керування, які характеризують певні економічні 
режими та описані алгоритми побудови багатоярусних 
оптимальних процесів. У роботах [8; 9] при моделю-
ванні оптимальної стратегії багатопродуктової фірми 
на ринку товарів визначались керування, яким відпо-
відають певні економічні режими та із допомогою цих 
режимів формувались багатоярусні режими, для яких 
визначались багатоярусні оптимальні процеси.

Постановка завдання дослідження. Метою статті 
є розробка технології використання теорії оптималь-
ного керування, наприклад, для моделювання однопро-
дуктової макроекономіки зростання. Для досягнення 
поставленої мети слід виконати весь процес розробки 
такої технології: визначення моделі, формалізація 
цільової функції, формулювання обмежень, побудова 
оптимальної стратегії управління та розробка алго-
ритму побудови оптимального процесу. 

Виклад основного матеріалу дослідження. Розробка 
технології використання теорії оптимального керування 
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для моделювання однопродуктової макроекономіки 
зростання може бути складним завданням, що вимагає 
детального аналізу та математичного моделювання. 

Нехай виробляється один агрегований продукт на 
макрорівні із розширенням виробництва. Цей продукт 
виробляється при певних технологічних умовах, які 
бувають початковими (на початку протікання процесу 
виробництва), серединними на протязі всього терміну 
протікання процесу та кінцевими – на кінцевому стані 
виробництва продукції. Для моделювання однопродук-
тової макроекономіки зростання сформулюємо деякі 
можливі технологічні задачі.

Технологічна задача І. Початкова технологічна 
умова. До початку протікання процесу виробництва 
виготовленої продукції вдосталь та для протікання 
виробництва необхідне мінімальне споживання, тому 
треба визначити термін мінімального споживання при 
протіканні процесу виробництва. 

Серединна технологічна умова. Обмеження на 
мінімальне споживання із деякого моменту часу про-
тікання процесу виробництва, тому цей деякий момент 
часу треба визначити. 

Кінцева технологічна умова. Кінцевий стан капі-
талу повинен бути не меншим за задану величину 
такий, щоб за терміном горизонту планування продук-
ції споживалось не менше заданої величини.

Технологічна задача ІІ. Початкова технологічна 
умова. До початку протікання процесу виробництва 
виник дефіцит виготовленої продукції та для про-
тікання виробництва необхідне найбільше (макси-
мальне) споживання, тому виникає задача визначення 
терміну найбільшого (максимального) споживання при 
протіканні процесу виробництва.

Серединна технологічна умова. Обмеження на міні-
мальне споживання на всьому інтервалі протікання 
процесу виробництва.

Кінцева технологічна умова. Кінцевий стан капі-
талу повинен бути не меншим за задану величину та 
такий, щоб за горизонтом планування продукції спо-
живалось не менше заданої величини.

Технологічна задача ІІІ. Початкова технологічна 
умова. На початку протікання процесу виробництва 
процеси споживання та накопичення капіталу відбува-
лись одночасно.

Серединна технологічна умова. До невідомого 
моменту часу (треба визначити) відбувається обме-
ження на задане мінімальне споживання, а із цього 
невідомого моменту часу – обмеження на задане від-
ношення споживання до інвестицій.

Кінцева технологічна умова. На кінцевий стан капі-
талу накладається обмеження (знизу) та таке, щоб за 
горизонтом планування продукцій споживалось не 
менше заданої величини (обмеження знизу). Заува-
жимо, що можливі інші технологічні задачі із певними 
технологічними умовами.

Перейдемо від формалізацій технологічних задач 
до їх опису на економіко-математичній мові. Рів-
няння руху питомого капіталу k t� �  (фондоозброєності 
k K

L=  на одного працюючого) у момент часу t t T�� �0 ,  
( t0 0≥  – початковий часовий момент, T t> 0  – кінцевий 
момент часу та момент горизонту планування) набуває 
вигляду [7, с. 27–33] при повній завантаженості сектора 
(валова продукція x t X t

L t
L e f k tn t t� � � � �

� � � � �� �� �� � �� �
0
1 1 0� � ), 

k t n k t a b s t L e f k tn t t� � � � �� � � � � �� � �� � � � ��� ��
� �� � �� �� � �1 1 1 0
1 1 0 �� �� � ,

 t t T�� �0 , ,                                  (1)

де K  – капітал; L t L en t t� � � �� �
0

0  – рух робочої сили 
у момент часу t , L0  – початковий стан робочої сили, 
n > 0  – темп зростання робочої сили; ��� �0 1,  – норма 
амортизації капіталу, α – коефіцієнт пропорційності 
виробничого споживання W до валової продукції X, 
валова продукція складає кінцеву продукцію Y та 
виробниче споживання W  ( X Y W� � ), b  – коефіцієнт 
пропорційності сумарних урядових витрат Ur , опо-
даткування Ор , витрат на боротьбу із забрудненням Z 
та сальдо S E Ia x m� �  ( Ex  – експорт, Im  – імпорт) до 
кінцевого випуску продукції Y; s�� �0 1,  – норма спо-
живання як коефіцієнт пропорційності невиробничого 
споживання �  до кінцевої продукції 1�� �b Y , причому 
С I b Y� � �� �1 , I  – валові інвестиції. Питома макро-
виробнича функція [7, с. 32] f k �� �0  із властивос-
тями: неперервна, монотонно зростаюча, двічі непе-
рервно-диференційована та увігнута (опукла вверх) 
при k ≥ 0  і f 0 0� � � , причому макровиробнича функ-
ція F K L L f k,� � � � �� , ν  – степінь однорідності функції 
F  із властивістю F K L F K L� � ��, ,� � � � �  для всіх � � 0 , 
��� �0 2, . Функція F K L,� �  із властивостями [7, с. 8–9]: 
неперервна, двічі неперервно-диференційовна, уві-
гнута (опукла вверх) по кожному із аргументів та одно-
рідна степеня ��� �0 2, . 

Питома валова продукція x t X t
L t� � � � �
� � , неви-

робниче споживання C, валові інвестиції I, кінцевий 
випуск продукції Y  та валова продукція X мають такі 
залежності [7, с. 31–33]:

C t a b s t L e f k t

I t a b s t

n t t� � � �� � �� � � � � �� �
� � � �� � �� � �

�� �1 1

1 1 1

0
0� � ,

�� ��� �� � �� �
� � � � �� � � � �

�� �

�� �

L e f k t

Y t L e f k t X t

n t t

n t t

0

0

0

0

� �

� �

,

,  LL e f k tn t t
0

0� � �� � � �� �.
 (2)

Відомий (заданий) початковий стан капіталу
k t k0 0� � � .                               (3)

На норму споживання s  накладається обмеження 
0 1� � � �s t , t t T�� �0 , .                     (4)

Задається обмеження на мінімальне споживання 
С t a b s t L e f k t C const t t Tn t t� � � �� � �� � � � � �� � � � � �� ��� �1 1 00 0 0

0� � , , , (5)

а також обмеження на кінцевий стан капіталу k T� �  
і на кінцевий стан споживання C T� �

k T kT� � � , C T CT� � � .                     (6)
Критерієм мети виступає максимізація середнього 

(інтегрального) дисконтованого споживання за відрі-
зок часу t T0 ,� �  

e C t dt a b L s t e f k t dtt

t

T

t

T
n t t� � �� � � �� � �� � � � � �� � ��� �� �1 1

00

0

0
0
max
�� � ��s t 1

, (7)

де � � 0  – норма дисконту.
Отримали економіко-математичну модель однопро-

дуктової макроекономіки зростання (1), (3)-(7), яка в 
математичному плані є задачею оптимального керу-
вання, зміст якої полягає в тому, щоб побудувати про-
цес, який є допустимим і максимізує (7), де керуванням 
виступає норма споживання s, а фазовою траєкторією – 
питомий капітал k. Проведемо дослідження економіко-
математичної моделі (1), (3)-(7). 
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Для дослідження моделі (1), (3)-(7) використаємо 
достатні умови оптимальності [7, с. 15], а для ураху-
вання обмеження (5) метод Лагранжа [1, с. 78], за яким 
задача на умовну оптимізацію зводиться до задачі без-
умовної оптимізації – оптимізації двох функцій бага-
тьох змінних:

R t s k V V
t

V
k n k a b L

s e

, , , ,� � �

�

� � � � � � � � � �� � � � �� � �� ��� �

� �� �

�

�

1 1

1

0
1

11
0

0

0 0 01 1� � �� � �� �� �� �� ��� � �� � �� � � � �

�

n t t n t t t tf k a b L se f k

C

� � �

� �� �� � �� � � ��
�

�
� �

�� �1 1 0
0a b L se f kn t t

s k

� �

�
max,
, ,

 (8)

Ф T k V T k
k kT

, min , ,� � � � �
�

                    (9)

де V t k,� �  – невідома неперервно-диференційована 
функція на декартовому добутку t T k0 0,� �� �� � , λ  – 
множник Лагранжа.

Запишемо необхідну умову оптимальності функції R 
за λ – рівність нулеві частинної похідної першого порядку 
від R за λ, тобто за � � �R

� 0 , одержуємо рівняння 

С a b L s t e f kn t t
0 01 1 00� �� � �� � � � � � ��� �� � , t t T�� �0 , , (10)

яке пізніше буде використано для визначення моментів 
перемикання керувань.

Із урахуванням (10) функція R є лінійною за керу-
ванням s , а тому найбільшого значення R отримує при 

s

V
k L e

V
k L e

довіл

n t t

n t t*

, ,

, ,�

� � � � �

� � � � �

�� � �� �

�� � �� �

0 0

1 0

0

0

0

0

�

�

ььне із V
k L e n t t0 1 00

0, , .� � � � � � �

�

�
�
�

�
�
� �� � �� ��

 (11)

Розглянемо випадок �� � � ��� � �� �V
k L e n t t

0
0 0� , після 

інтегрування якого одержимо
V t k L e kn t t,� � � �� � �� �

0
0� , t t T�� �0 ,              (12)

та підставимо (12) у функцію R , отримаємо таку 
задачу оптимізації

� �� � � �� � �� � � � �� �� � �� �� � � �k a b L e f kn t t

k
1 1 0

1 1 0 max.  (13)

Оскільки функція f k� � має властивості: f 0 0� � � ,  
двічі неперервно-диференційована та увігнута (опукла 
вверх), то при кожному фіксованому t задача оптимізації 
має розв’язок k kОВ �� �0,  , де k  є при кожному t  розв’яз-
ком рівняння 1 1 0

1 1 0�� � �� � � � � �� �� �� � �� �a b L e f k kn t t� � � � .
Величина kОВ  визначається із необхідної умови опти-

мальності для задачі оптимізації (13), тобто рівняння 
� � � ��� � � �� � �� � � �� �� � �� �1 1 0

1 1 0a b L e f kn t t .        (14)

Оптимізаційна величина kОВ  є неперервно-дифе-
ренційованою функцією та визначається одним із 
чисельних методів розв’язування нелінійних рівнянь 
[10] із (14).

Зауважимо, що при залежності Кобба-
Дугласа для макровиробничої функції 
� ��� � � � � � � � � � �1 1F K L LF K

L Lf k Lk, , ,  ��� �0 1,  опти-
мізаційна величина k constОВ =  є постійною величиною 
та не залежить від часу t . Функція V t k,� �  при t T=  із 
(12) є монотонно спадною за k , а тому оптимізаційна 
задача (9) має розв’язком 

k T kT� � � .                            (15)
Відповідне керування sОВ за k tОВ � �, t T�� �0,  визнача-

ється із рівняння руху капіталу та має вигляд:

s t k t n k t a b L eОВ ОВ ОВ
n� � � � � � � �� � � ��� �� �� � �� �� � � �� �1 1 1

1 1

0
1 1

 � � � tt t
ОВf k�� � � � �0 1 ,

а відповідно sОВ повинно приймати значення 
не виходячи із відрізка 0 1,� �. Причому kОВ визнача-
ється диференціюванням лівої та правої частини 
k t nf k� � � � �� � � �� 1 . Тому необхідне керування sНК набу-
ває вигляду

s t

s t

s t

s t s t

НК

OB

OB

НК OB

� � �
� � �
� � �

� � � � � �

�

�
�

�
�

0 0

1 1

0 1

, ,

, ,

, ,

t T�� �0, . (16)

Оптимальна норма споживання (11) визначається як:

s t

V
k L e

V
k L e

s t

n t t

n t t

НК

*

, ,

, ,� � �

�
� � �

�
� � �

�� � �� �

�� � �� �

0 0

1 0

0

0

0

0

�

�

�� � � � � �

�

�
�
�

�
�
� �� � �� �, ,V

k L e n t t
0

0 0�

 t T�� �0, . (17)

Таким чином, задача оптимального керування 
(1), (3)-(4), (7) має три керування – три технологічні 
режими:

s t* � � � 0 – технологічний режим відсутності спожи-
вання, а повністю відбувається накопичення капіталу 
(режим «відсутнє»);

s t* � � �1 – технологічний режим повністю спожи-
вання та відсутності накопичення капіталу (режим 
«повне»);

s t s t s tНК r* � � � � � � � � – технологічний режим частко-
вого споживання і споживання та накопичення капі-
талу (режим «часткове»).

Із цих трьох технологічних режимів можна форму-
вати багатоярусні технологічні режими q �� �2 :

– двоярусні q �� �2 , наприклад, «відсутнє + част-
кове», «повне + часткове», «часткове + часткове 1» (для 
технологічної задачі ІІІ) та інші;

– триярусні q �� �3 , наприклад, «відсутнє + часткове 
+ часткове 2», «повне + часткове + часткове 2», «част-
кове + часткове 1 + часткове 2» (для технологічної 
задачі ІІІ) та інші;

– багатоярусні q �� �4 , наприклад, чотириярусний 
«відсутнє + часткове + повне + часткове 2» та «часткове + 
часткове 1 + відсутнє + часткове 2», п’ятиярусний «част-
кове + часткове 1 + повне + часткове + часткове 2» та інші.

Конкретизуємо технологічні режими «часткове 1» 
та «часткове 2».

«Часткове 1». У технологічній задачі ІІІ в середин-
ній технологічній умові задається відношення спожи-
вання до інвестицій С І за� �  та із урахуванням залеж-
ностей (2) маємо

С

І

a b L se f k

a b L s e f

n t t

n t t
�

�� � �� � � �
�� � �� � �� �

�� �

�� �
1 1

1 1 1
0

0

0

0

� �

� � kk
за� �

� � ,

звідки знаходимо керування sr1
sr

за

за

1 1
�

�
�
�

,                                   (18)

що відповідає режиму «часткове1».
«Часткове 2». У всіх трьох технологічних зада-

чах кінцевими технологічними умовами є k T kT� � � , 
C T CT� � � . Згідно із (2), (15) визначаємо кінцеве керу-
вання із рівняння C a b s t L e f kT

n T t
T� �� � �� � � � � ��� �1 1 0

0� �  при 
заданих kT  і CT , звідки
s T a b L e f k Cn T t

T T� � � �� � �� � � �� � � � �� � �1 1
1 1

0
10� � , 0 1� � � �s T . (19)
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При виконанні обмеження 0 1� � � �s T  керування 
«часткове 2» 

s s Tr2 � � �.                            (20)
Із технологічних умов технологічних задач ІІ-ІІІ 

випливає, що найбільш простими є триярусні техноло-
гічні режими q �� �3 :

– для технологічної задачі І: «відсутнє + часткове +  
+ часткове 2»;

– для технологічної задачі ІІ: «повне + часткове +  
+ часткове 2»;

– для технологічної задачі ІІІ: «часткове + часткове 1 +  
+ часткове 2».

Для триярусного технологічного режиму першому 
режиму буде відповідати лівий процес, другому – 
серединний процес і третьому режиму – правий про-
цес. Кожен процес включає відповідне керування та 
траєкторію та відповідно оптимальний процес буде 
складатись як склейка лівого процесу із серединним, а 
серединний із правим процесом.

Перейдемо до побудови оптимальних процесів для 
трьох технологічних задач при вибраних триярусних 
режимах. Опишемо побудову оптимального процесу 
для технологічної задачі І при виборі триярусного тех-
нологічного режиму «відсутнє+часткове+часткове 2», 
а для інших технологічних задач (ІІ і ІІІ) при вибраних 
триярусних технологічних режимах побудова прово-
диться аналогічно.

Лівий процес. Для вибраного триярусного техно-
логічного режиму «відсутнє+часткове+часткове 2» 
першим є режим «відсутнє» та йому відповідає керу-
вання s* = 0. Назвемо це керування лівим керуванням 
s sлів = =* 0.

Відповідна ліва траєкторія kлів  чисельним методом 
Рунге-Кута [11] обчислюється із рівняння руху капіталу 
(1) при s sлів= = 0 та початковій умові (3) (задача Коші).

Другим режимом у вибраному триярусному техно-
логічному режимі є режим «часткове», якому відпові-
дає керування s t s tr

* � � � � �, t t T�� �0 ,  та яке приймемо за 
серединне керування s t s tсеред r� � � � �, t t T�� �0 , .

Тоді за лівою траєкторією kлів  та серединним керу-
ванням sсеред із рівняння (10) одним із чисельних мето-
дів розв’язування нелінійних рівнянь [10, с. 120] знахо-
димо перший момент перемикання керування ξ1, тобто 
із нелінійного рівняння 

C a b L s e f kT серед
n t

лів� �� � �� � � � � �� � ��� �1 1 00 1 1
1 0� � �� � , 

�1 0�� �t T, .                                (21)   

Якщо �1 0�� �t T,  (тобто �1 0� t  або �1 � T ), то необ-
хідно підкоректувати вхідну інформацію моделі (1), 
(3)-(7). Нехай �1 0�� �t T, . Тоді маємо лівий процес 
� �лів лівk t t, , ,�� �� �0 1 .

Серединний процес. Нагадаємо серединне керу-
вання s t s tсеред r� � � � �, t T�� ��1, . Відповідна серединна 
траєкторія k tсеред � �, t T�� ��1,  обчислюється із рів-
няння руху капіталу (1) при s t s tсеред� � � � �, t T�� ��1,  та 
початковій умові k kсеред лів� �1 1� � � � � чисельним мето-
дом Рунге-Кута [11]. Отримали серединний процес 
� � �серед середk t, , ,�� �� �1 2  при невідомому другому моменті 

перемикання керування ξ2 та який буде визначений у 
правому процесі.

Правий процес. Для вибраного триярусного техно-
логічного режиму третім режимом є режим «часткове 2», 

якому відповідає керування s T� � визначене за форму-
лою (19) при заданих k T kT� � �  і C T CT� � � , тобто пра-
вим керуванням є s s TПР � � �.

Відповідна права траєкторія kПР  визначається із рів-
няння руху капіталу (1) при s sПР=  та крайовій умові 
k T kT� � � , тобто із задачі

k t n k t a b L s e f k tПР
n t t� � � � �� � � � � �� � �� � �� � � ��� �� � �� �� � �1 1 10

1 1 0 ��
�� � � � �

,

, , .t t T k T kT0

 
                                                                                        (22)

Для розв’язування (22) треба провести заміну t y� � , 
k y k y� � � �� �, y T t� � �� �, 0 , отримаємо задачу Коші 
�� � �k y n k y a b L s e f k yПР

n y t� � � �� � � � � �� � �� � �� �� �� � � �� �� � �1 1 10
1 1 0 �� �� �, 

k T kT�� � � ,                                (23)
яку можна розв’язати чисельним методом Рунге-

Кута [11]. У результаті чого знайдемо праву траєкто-
рію k t k yПР � � � �� �, t t T�� �0 , . Абсциса точки перетину 
серединної траєкторії k tсеред � � та правої траєкторії k tПР � � 
дає момент ξ2. Якщо момент � �2 1�� �,T  (тобто � �2 1�  або 
�2 � T ), то необхідно підкоректувати вхідну інформа-
цію моделі (1), (3)-(7). Нехай момент � �2 1�� �,T . Тоді 
момент ξ2 є моментом перемикання керувань. Маємо 
серединний процес s t k t tсеред серед� � � � �� �� �, , ,� �1 2  та пра-
вий процес s k t TПР ПР, , ,�� �� ��2 .

Тоді оптимальним процесом s t k t t t TОП ОП� � � � �� �� �, , ,0 
s t k t t t TОП ОП� � � � �� �� �, , ,0  для вибраного триярусного режиму є 

склейки в момент ξ1 лівого процесу s t s t k t k t t tОП лів ОП лів� � � � � � � � � � �� �� �, ,0 1� 
s t s t k t k t t tОП лів ОП лів� � � � � � � � � � �� �� �, ,0 1�  із серединним проце-

сом s t s t k t k t tОП серед ОП серед� � � � � � � � � � �� �� �, , ,� �1 2  та в 
момент ξ2 серединного процесу із правим процесом 
s t s t k t k t t TОП ПР ОП ПР� � � � � � � � � � �� �� �, , ,�2 .

Причому, оптимальне керування за нормою спо-
живання s tОП � � є кусково-неперервною функцією, а 
оптимальна траєкторія за питомим капіталом k tОП � � є 
неперервною та кусково-диференційованою функцією 
на t T0 ,� �.

Зауважимо, що при виборі багатоярусних техно-
логічних режимів q �� �2  та формуванні відповідних 
оптимальних процесів кількість серединних процесів 
дорівнює q �� �2 , а кількість моментів перемикання 
керування – q �� �1 .

Багатоярусні технологічні режими призначені для 
побудови багатоярусних оптимальних процесів та 
серед яких є можливість вибирати пріоритетний бага-
тоярусний оптимальний процес.

Варта зауважити, що вище описана методика викорис-
тання теорії оптимального керування для моделювання 
економічного зростання справедлива для моделі (1)-(7) 
при обмеженні на керування за нормою споживання

0 11 2� � � � � �s s t s , t T�� �0, .
Висновки. Технологія використання теорії опти-

мального керування для моделювання однопродукто-
вої макроекономіки зростання відіграє важливу роль у 
розумінні та прогнозуванні економічного розвитку. Цей 
підхід дозволяє враховувати різні зв’язки між різними 
факторами, що мають вплив на зростання економіки та 
відповідно знаходити оптимальні стратегії управління 
для досягнення максимальних бажаних результатів. 
Описана технологія використання теорії оптимального 
керування для однопродуктової макроекономіки зрос-
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тання визначає три керування, тобто три технологіч-
них режими, за якими можна сформувати багатоярусні 
технологічні режими та побудувати відповідні опти-
мальні процеси, серед яких є можливість вибирати 
пріоритетний оптимальний процес. За вибраним бага-
тоярусним технологічним режимом проведено опис 

структури оптимальних процесів. Висновки, отримані 
з використання технології оптимального керування для 
моделювання однопродуктової макроекономіки зрос-
тання можуть бути використані у розробках стратегій 
розвитку, а також для прогнозування довгострокових 
наслідків рішень, прийнятих на макрорівні. 


